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1. Principiul extensiei

e A multime fuzzy definitd pe X : A= {(X,,uA(X))| X e X}, A= Ha(X) n Ha(X2) L4 Ha(%n)
X1 X2 Xn

e o functie f: X Y

B— f(A):/UA(Xl)+,UA(X2)+W+,UA(Xn)’
Y1 Yo Yn
Unde y|=f(X|), i:1,2,...n

o dacd f nu este injectiva B=f(A)= {(y,,uB(y))| y eY}
sup {ua(¥)}, daca f7(y) =@,

Hg(y) =1
0, daca f (y)=0.

o daca f este injectiva

generalizare:
e pentru AZ{(X,,UAI(X))|XE Xi}, 1=12,..n,51 f:X; xX,x..xX, =Y

B=f(A,.A)={(y.ue(y))/ yeY],

sup min{ypl(xl),yAz(Xz),...,,uAh(Xn)}, daci f(y)= D,
g (y) =1 %<t )
0, daca f (y)=0.
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Exemplul 1.1: Pentru A={(-2,0.3),(-10.4),(0,0.8),(11),(2,0.7)} si f :R>R, f(x)=x",
Sa se determine B = f (A).
Se calculeaza f(-2)=1(2)=4, f(-D)=1f@Q)=1si f(0)=0
pig (4) = max{ pa (2), 1a(2)} = max {0.3,0.7} =0.7,
g (D) = max{ pa(—1), ua (D)} =max{0.4,1} =1,
g (0) = £14(0) =0.8.
Astfel, rezulta B ={(0,0.8),(11),(4,0.7)}. ¢
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2. Relatii fuzzy
O relatie fuzzy R intre elementele din X sicele din Y este o multime fuzzy

R:{((x, V). ke ()] (x,y) € X xv}, L 2 X xY —[0,1]

tir (X, y) €]0,1] caracterizeaza , taria” legaturii dintre elementele X si y.

A Crisp Relation A Fuzzy Relation
40 40

30 30

> 20 > 20

10 10

0 0
0 5 10 0 5 10

X X

o dacd X ={X,%,... X% b, Y ={V1, Y20 Y}
R+ R=[r]€[0.1]™, = up(x.¥), i=1n, j=1m

Exemplul 2.1. X ={1,2,3}, Y ={1,2,3,4}.

1 2/3 1Y3 0

R ="x este aproximativ egal cuy” R={2/3 1 2/3 1/3
/3 2/3 1 2/3

Daca X =Y =R, pentru R ="Xxeste aproximative_gal cuy" se utilizeazi

(% y) =&

sau g (X, y)=e W
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Daca Y = X, orelatie fuzzy R dela X la X este:

o reflexiva:.
e antireflexiva:.

e simetricd.

e antisimetricd.

daca p5 (X, X) =11 1 (X, y) <1, pentru X #y;
dacd wp, (X,X) =0 si 145 (X,y) <1, pentru X = y;
dacd e, (X, Y) = g (Y, X), pentru orice X,y € X;
daca 5 (X, Y) # 1p (Y, X), pentru X =Y.

2.2. Operarii cu relagii fuzzy

incluziunea:
intersectia, Ry N'R,:
reuniunea, Ry U'R,:

complementul, R :

Ry =R, daca g (X, Y) < g (X,Y),Vxe X,VyeY
Hy i, (6 Y) =Min{ g (%, ), iz, (%, Y)}

Ko, (6 Y) = Max{ iz (%, ), ki, (%, Y)}

Hie (X, Y) =1— 1z (X, Y)

(sau definitii cu T-norme sau T-conorme definite Tn mod adecvat)
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Compunerea a doud relatii fuzzy
RicXxY, R,cYxZ — R ®#R,cXxZ
e max-min Ry 'R, (Zadeh):
o, X XZ 0], i, (%,2) = max{min{ sz, (%,Y) iz, (¥,2)}
e max-product Ry *R,:
Hrpry - X <2 [0t (%,2) = max g, (%) i, (¥,2)]

e max-average Ry ®R,:

1
Hrer, - X xZ—>[01], uger, (X,2) :ETS(X{/IQ (X, ¥)+ g, (y,Z)}-

e daca X, Y si Z au numar finit de elemente:
Ri—>R, R >R, = R°R,— RR, caprodus max-min // max-product // max-sum

proprietati:

e asociativitatea: Ryo(Ry°oRy)=(Ry°Ry) o Ry;

e distributivitatea fata de reuniune: Rio(Ry,URg)=(RoRy) V(R oRy);
o distributivitatea fata de intersectie. Rioc(RyNRy) (R Ry) (R oRy);
e monotonicitatea: dacd Ry =R, atunci Rie Ry =R, o R;.
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Exemplul 2.2: X ={X;,%,, X3}, Y ={¥1, Y2}, Z={7,2,}

RicXxY, R =

(0.1 0.2]
04 0.5

, siRZCYxZ,Rzz{

0.7 08

(i) compunerea max-min: § =Ry R, c X xZ
Hs, (%, 2¢) = max{min {,Upi (%, Y1)’,U7z2 (Y1, Zk)}’ min {:uRl(Xi’ Y2),ﬂ7?2 (Y2, Zk)}} ’

(if) compunerea max-product : S, =Ry *R, < X xZ

09 038
0.7 06|

s, (%, 2i0) = M { e, (%, Y0) - i, (Y1 20 i, (%3, Y2) - i, (Y2, 2

(ili) compunere max-average : S =R, ®R, c X xZ
Hs, (%, Z) :%max{/hzl(xi’Y1)+,U732(Y1’Zk)’ Hr, (Xis Y2) + tig (Yo, Zk)}' 1=1,3k=12.

S]_:

(0.2 0.2]
0.5 0.5

0.7 0.7]

182

(0.14 0.12]
0.36 0.32

0.63 0.56]

183

(0.50 0.45
0.65 0.60|.

0.80 0.75]
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3. Calcul propozitional in logica fuzzy
Operatori logici: conjunctie (A AND), disjunctie (v OR), negatie (— NOT) si implicatie (—):
(i) valorile de adevar 0, 1 si variabilele a €[0,1] sunt expresii fuzzy;
(il) daca a este expresie fuzzy, atunci a este expresie fuzzy;
(ili) daca f si g sunt expresii fuzzy, atunci f Ag si f v g sunt expresii fuzzy.
AND: T-normda 7; OR: T-conorma & si NOT: complement A\ .

Implicatie fuzzy = operator 7 :[0,1]x[0,1] —[0,1]:
e monotonicitate Tn primul argument:

daca a<c atunci Z(a,b)>Z(c,b) pentru orice b [0,1];
e monotonicitate n al doilea argument:

daca b<d atunci Z(a,b) >Z(a,d) pentru orice a<[0,1];
e 7(0,b)=1, Vbe[0,1]; Z(a,) =1, Vae[0,1]; Z(1,0)=0.
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definitii posibile:
a—>b=avb Z(a,b)=S(N(a),b)
a—b=av(aab), Z(ab)=S(N(a),7(ab))
a—b = (@Ab)vb, Z(a,b)=S(7(N(a),N(b)),b)
cu 7 si S dualinraportcu A (S(a,b) =N (7 (N (a), N(b)))).
operatori standard: a Ab=min{a,b}, avb=max{a,b}, a=1-a,

implicatia Kleene-Dienes I/ max-min (Zadeh)
a—b =max{l-a,b} Zmm(a,b) =(1—2a) v (a Ab) =max{1-a, min{a,b}}

Sistemul logic fuzzy de tip Lukasiewicz
Typ(a,b) =max{0,a+b -1}, Sy (a,b)=min{l,a+b}, Nbp(a) =1-a, Z,,(a,b)=min{l,1-a+b}
Sistemul logic fuzzy de tip Godel

T.(@b)=min{a,b}, Ns(a)= {; a=0

Sistemul logic fuzzy de tip Goguen

%p(a,b):a-b, /\[G(a):{](-), 32(2), T (a,b):{ 1 ,a<hbh,
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(d) Goguen's Fuzzy Implication

(c) Boolean Fuzzy Implication

(b) Zadeh's Max-Min Rule

(a) Zadeh's Arithmetic Rule
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4. Variabile si termeni lingvistici

Variabili lingvistica ( X, T(X), X, u):

e X—numele variabilei (eticheta acesteia)

e T(X) - multimea termenilor lingvistici care pot reprezenta valori ale variabilei X
e X —multimea in care termenii lingvistici pot lua valori (universul de discurs)

e 0 valoare lingvistica A (termen lingvistic) din T (X)) este o multime fuzzy definita pe X prin
Up - X —[01].

Exemplu: variabila lingvistica ,,viteza” (a unui automobil) caracterizata prin termenii ,,mica”,
,,mijlocie” si ,,mare” definiti pe X =[0,160]

Termenii lingwistici ai variabilei "viteza"

mica mijlacie mare

L I ’ I J 1 1
0 20 40 B0 80 100 120 140 160
¥ = "viteza"
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Termenii lingvistici constau din doua parti:
e termenul primar — predicat fuzzy de forma ,,x'este A” (mare, mic, cald, rece)
o termenul lingvistic A este o multime fuzzy.
o functia de apartenentd u, reprezintd gradul in care variabila X satisface proprietatea A.

e un modificator fuzzy (foarte, extrem de, aproape) utilizat pentru a schimba intelesul predicatului.
o din A se obtine termenul lingvistic de forma A¥ cu functia de apartenentd u () =( yA(x))k

o k=1/2: ,, X este AV pentru ,, X" este mai mult sau mai putin A”
k=2: xeste A°” pentru ,,xeste foarte A”
k=1/3: X este A3 pentru ,, X este aproape A”

k=3: ,xeste A>” pentru, xeste extrem de A”

Predicatul fuzzy: "a este Ak

,, X este exact A kIim (yA(x))k.
—>00
L este intr-adevar A
2[us()]°  daca ua(x)<0.5,
1-2[1- 22 (0], daca pa(x)>0.5.

ﬂA(X) =

Exemplu:
Ha(X) = 1:gauss (X; 3’0)

41509 = (X ~7,-1.9).
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5. Relatii fuzzy IF-THEN
R: IF Xeste A THEN o esteB
H_J H_J

premisa (antecedent) — concluzia (consecinta)

unde A si B sunt termeni lingvistici definiti pe spatiile X si Y, ce caracterizeaza variabilele X'si &

R(%Y): A(X) —>B(Y), cu  up (X, Y)=Z(p(X), 15 (Y))

Ur (X, y) este valoarea de adevar a propozitiei fuzzy Py IF X=X THEN ¥ =y

implicatia Mamdani: 7y, (a,b) =min{a, b},
implicatia Larsen: Z, (a,b)=a-b.
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6. Sisteme de inferenta fuzzy

6.1. Sisteme de inferenga fuzzy de tip Mamdani si Larsen
Ry

» | X este 4 = Y este By
Ry
o
o | X este A = Y este B o =
x > 2 : L, | 2 | & | 2 |»(C)
» oh =
e >N ’
. =11 j
: < -
Ri’ﬂ
» | X este A, = YV este B,

m
Agregarea regulilor fuzzy: R =UR; operator de agregare de tip T-conorma, A :[0,1]" —[0,1]
i=1

Ry: IF X este A THEN 7 este B;
R,: IF X este A, THEN 7 este B,

R,: IF x este A, THEN o este B,

ipoteza X =x — concluzia este multimea fuzzy C* cu 4., :Y —[0,1]
e (9) = A T (11, (9,115, (). T (41, (), 5, () ) T (114, (90,115, () |- y €Y
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Sistemul de inferentd de tip Mamdani:
e operatorul de implicatie: Z,, (a,b) =min{a,b}
e operatorul de agregare: Ay, (a;,8,,...,a,) =max{a,a,,...,a,}

concluzia to Y >[04, g (y)= ?jfa_zq({min{yA (), g (y)}}.

Sistemul de inferenta de tip Larsen:
o operatorul de implicatie: Z, (a,b)=a-b
o operatorul de agregare: Ay, (84,a,,...,a,) =max{a,,a,,...,a,}

concluzia Hox Y = [0.2], p((y)= Erjf\_r)m({ﬂpﬁ (X)- 4tg (y)}.
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Defuzzificarea extrage o valoare y care reprezinta multimea fuzzy de iesire C.

Metoda centroidului (eng. center of area — COA) returncaza abscisa centrului de greutate al
suprafetei situate intre axa absciselor s1 graficul functiei de apartenenta s .

C
: d
Jo, yac (v)dy

Jo e )y

unde [c;,C,] este un interval ce contine suportul lui g sau, daca acesta este nemarginit, [c;,C,] este

intervalul de interes pentru aplicatia considerata.
Daca Y este multime discretd, Y ={Y;, Y,,..., Vi }» abscisa centroidului este data de

k

ZYiﬂc(Yi)
Yeoa(C) = 'Zlk :
Zﬂc(Yi)
i=1

Dacd Y-oa(C) nu apartine multimii Y, se alege elementul cel mai apropiat de aceasta valoare.

Yeoa(C) =
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Metoda bisectoarei ariei (eng. bisector of area — BOA) returneaza abscisa Ygoa(C)
corespunzatoarei dreptei de ecuatie Y = Ygoa(C) ce Imparte suprafata situata intre axa absciselor si
graficul functiei de apartenentd 1~ in doua arii egale.

Daca Y este multime continud, Yo, (C) se alege astfel incat

Ygoa(C) C2
dy = dy.
Jo o medy=[ " me(y)dy

In cazul in care Y ={y;,Y,,..., Y}, considerand punctele ordonate in ordine crescitoare,
Vi < VYo <...< Vi, Ypoa(C) este dat de

Y8oa(C) Yk
Hc(Y) = Z Hc ().
Y=% Y=Ygoa(C)

Dacd Ygoa(C) nu apartine multimii Y, se alege elementul cel mai apropiat de aceasta valoare.
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Metoda centrului maximelor (eng. center of maxima — COM) considera multimea punctelor in
care functia de apartenen{d g isi atinge valoarea maxima (care reprezinta inal{imea multimii fuzzy

C, h(C)), M= {y e[c,Cl|uc (y) = h(C)} , si returneazd media aritmeticd a extremelor sale

1,.
Yeom (C) :E['nf(M ) +sup(M )]-
In cazul discret, pentru Y ={yy, V»,..., Y, }, rezultatul defuzzificarii este
1 .
Yeow (C) =2 min{y; | y; € M}+max{y; | y; € M} |

unde
M ={y; €Y |uc(y;) =h(C)}.
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Metoda mediei maximelor (eng. mean of maxima — MOM) este definita numai in cazul discret
s1 furnizeaza media aritmetica a tuturor punctelor in care functia de apartenen{a p is1 atinge

valoarea maxima h(C):

1
C)=—
Ymowm (C) |M|yk§/lyk

unde M = {y jeY ‘ He(Yj) = h(C)} si | M | noteaza cardinalul (numarul de elemente al) multimii M.

Metodele de defuzzificare minimul maximelor (eng. smallest of maxima — SOM) si maximul
maximelor (eng. largest of maxima — LOM) returneaza marginea inferioara, respectiv cea
superioard, a mulfimii M a punctelor in care functia de apartenentd u isi atinge valoarea maxima

Ysom (C) =Inf(M), 'y, om (C) =sup(M).

In cazul discret, daci Yoo (C), Ysom (C) sau Y, op (C) nu apartine mulgimii Y, se alege
elementul cel mai apropiat de aceasta valoare.

Toate aceste metode de defuzzificare sunt implementate in pachetul de programe Fuzzy Logic
Toolbox pentru MATLAB. In practica insa, metodele SOM si LOM sunt mai putin utilizate decét
celelalte metode de defuzzificare prezentate.
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Exemplul 6.1. Se considera un sistem de inferentd cu doua intrari si o iesire, si 0 singura regula:
R: IF (x; este AL AND x, este A)) THEN 7 este B

unde up (X) = Ty (%:0,2,4), up (X) = T4 (X:3,4,5), 1(X) = Ty (x;0,2,6), definite pe intervalul
Tn acest sistem de inferenta se consideri operatorul standard pentru conjunctie (min).
La intrarea sistemului de inferenta se aplica X; =3 s1 X, =4.

Cu pp (3)=0.5 51 p, (4) =1, se obtine ca valoarea de adevar a propozitiei
,»3 este Ay AND 4 este A,” este | = min{y,Al (3), tp, (4)} =0.5.

Aplicand implicatia Mamdani Z,, (i,c) = min{i,c} pentru i =0.5, concluzia corespunzatoare
regulii R se obtine ca fiind multimea fuzzy C,, cu functia de apartenenta:

e, 10,6104, 4, (2)=min{min{sy (3), s, (4}, 15 (2)}.

Aplicand implicatia Larsen Z, (i,c) =i-c pentru i =0.5 se obtine concluzia corespunzatoare
regulii R ca fiind multimea fuzzy C, cu functia de apartenenta:

e, 10,61 [01], g, (2)=min{pip (3), tap, (A} 1 (2).
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{a) Implicatia Mamdani
1 1 1
A \MEIAN
ns
a a

0 2 4 ] 0 2 4 B 0 2

g 04y
Haz 0)

.
[a2]

{b) Implicatia Larsen

Py 05y
ag Do)
g ()

05

Zcon (Cy ) functie de X, si X5,

Prin defuzzificarea mulfimilor C; s1 C, prin cele cinci metode se obtin valorile:
metoda centrului de greutate al ariei: zcpa (Cy ) =2.778, zcoa(Cp ) =2.667;
metoda bisectoarei ariei: zgoa(Cy ) =2.75, Zgoa(C ) =2.55;
metoda mediei maximelor: zyop (Cy ) =2.50, Zyom (Cp) =2;
metoda minimului maximelor: zggy (Cy ) =1, Zsom (CL) =2;

. metoda maximului maximelor: z, oy (Cy ) =4, Z oM (CL):Z
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6.2. Sisteme de inferenga fuzzy de tip Takagi-Sugeno-Kang

Ry

—»| X este A |o------- .

|
» v=filx)

Ri’?.i‘.

Dietuzzificare

—»| X este A, |-

|
o V= fu(®)

Baza de reguli :
Ry IF X este A THEN y = f,(X)

R,: IF X este A, THEN y = f,(x)

Ry IF X este A, THEN y = f (x)
unde f, f,,...., f, 1 X =Y.

In practica, X si Y sunt intervale sau mulfimi discrete de numere reale.
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In ipoteza X = X, valoarea de adevir a propozitiei din antecedentul regulii R jr Wi = Ha (x),
reprezinta , taria” (eng. firing strength) regulii R; in ansamblul sistemului de reguli considerat.

Aceasta valoare caracterizeaza contributia pe care, in ipoteza consideratd, iesirea regulii R;

yj = fj(X), o are la formarea iesirii y a sistemului de inferentd TSK.

Pentru a obtine iesirea y se utilizeaza una din urmatoarele metode:
e suma ponderata (eng. weighted sum — WS) a iesirilor individuale ale regulilor:

Yws :Z:UAJ- (X)-Y; ZZ,UAJ- (x)- ;(x);
j=1 j=1

e media ponderata (eng. weighted average — WA) a iesirilor regulilor:

1 m 1 m
Ywa = m ,U(X)y: — ,U(X)f()()
h Z:J'=1’uAj (x) JZ:; " | Zj=1:“A,— () JZ=-;L : J
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Exemplul 6.2.:
Ry: IF (xyeste A; AND X, este A ,) THEN y=-1
R,: IF (X este A,; AND x, este A,,) THEN y=1
unde s (X)= iy, , (X) = firap (X;0,0,1,6), Hp,(X) = pap, (X) = firap(X;0,5,6,6).

Moy (%) Mg (5]
1 : 1
- 08 N !
- : AND :
= : 06 :
g :
& :
. X, 52 . ¥, %3
0 2 4 B 0 2 1 B
Paoq (2] Mg (%o]
1 : 1 i
~ : AND \
= 5 0.6 j
3 : :
e 04 - ;
A =2 e
0 0
0 2 4 B 0 2 1 B
A "o

Pentru Xy =2 51 X =3: pp (2) =08, pp (3)=0.6, up (2)=0.4 51 up (3)=0.6
Iesirile celor doua reguli sunt y; =11y, =1
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Cu operatorul min pentru conjunctie:
e valoarea de adevar pentru ,,2 este A;; AND 4 este A ,” este Wy =min { Hp (2), ia, (3)} =0.6

e valoarea de adevar pentru ,,2 este A,; AND 4 este A, ,” este W, =min {,qul(Z),,qu2 (3)} =04.

e iesirile sistemului TSK sunt:

weighted sum: Yos =W Y +W,Y, =0.6-(-1)+0.4-1=-0.2,
weighted average: Ywa = b ) 06-(1+04:1 =-0.2.
W, + W, 0.6+0.4

Cu operatorul produsul algebric pentru conjunctie:
o ponderile regulilor R, si R, sunt W :yAM(Z)-yAlZ(S) =0.48, W, = “%1(2)'“%2(3) =0.24

e iesirile sistemului TSK sunt:
weighted sum:

Yws =Wy, +W,y, =0.48- (-1)+0.24-1=-0.24,
weighted average:

- Wy, Wy, 048-(-1)+024-1 1

WA= W, 0.48+0.24 3

1.5 :

Reprezentare grafica s (X, X5)
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