Multimi fuzzy

1. Notiuni introductive
Functia caracteristicd a multimii Ac X (multime crisp).

1 xeA,
Za: X —>{0.1, ZA(X):{

0, xe¢ A

Definitie: O multime fuzzy (fuzzy set) pe spatiul X :
A={(X, up(X))] xe X}, (1.1)

unde aplicatia
Ui X —[0,1] (1.2)
se numeste functie de apartenentd (eng. membership function — MF).

Valoarea 1, (X) reprezinta gradul de apartenentd a elementului X € X la multimea A. ¢
X - univers de discurs (universe of discourse) sau variabila lingvistica (linguistic variable).
X este multime discreta: A= inex La (%) /%

X este spatiu continuu: A= Jx La(X)/X.
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A={(X up(Q)| xe X}, pp: X >[0,1]
suport (eng. support):  supp(A)={x e X| u5(x)>0}.
nucleu (eng. core): core(A)={x e X| ua(x)=1}.
frontiera (eng. boundary):  6A={xe X| 0< u,(x) <1}.
indlfimea (eng. height) h(A)=sup{u,(x)| xe X},

O multime fuzzy A este normala (eng. normal) daca core(A) = .
Un punct de crossover (eng. crossover point):

crossover(A) ={xe X| ,(x)=0.5}.

O multime fuzzy al carei suport este reprezentat de un singur punct X din X, pentru care
Ua(X) =1 este denumita fuzzy singleton.

Fie (A, M ), 1=1,m, multimi fuzzy definite pe acelasi univers de discurs X .

m-uplul (A, A,..., A,) formeaza o partitie fuzzy a lui X daca:
) Vi, A =3,
i) A NA; =< pentru I # J;

i) Wxe X, Zm:,uA (x) =1.
i=1
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Multimea de nivel & (eng. a-cut sau «-level cut) a unei multimi fuzzy A

A, ={xeX|up(X) 2 a}. (1.3)
Multimea stricta de nivel o (eng. strong «-cut sau strong « -level cut)
A, ={xe X|up(x)>af. (1.4)

supp(A) = A, core(A)=A.

O multime fuzzy este convexdi (eng. convex) daca
V¥, Xo € X,VA€[0,1]: pa(Ax + L= A)Xo) = min{ zea (X,), 14 (%)}
O multime fuzzy este concava (eng. concave) daca
VX, X € X, VA €[0,1]: pa(Ax +(L—A)%,) <max{a (%), ta (X))}
Multimea fuzzy A pe R este simetrica (eng. symmetric) daca 3c € R astfel incat
Up(C+X)=pur(C—X,), VXeR.
O multime fuzzy A pe R este deschisa la stanga (eng. open left) daca:
lim g, (X)=1si lim u,(x)=0.

X—>—00 X—>+00
O multime fuzzy A pe R este deschisd la dreapta (eng. open right) daca:
lim 2, (X)=0si lim p,(X)=1.
X—>—00 X—>+00
O multime fuzzy A pe R este inchisa (eng. closed) daca:
lim 2, (xX) = lim w,(Xx)=0.
X—>+00

X—>—0
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Un numadr fuzzy (eng. fuzzy number) reprezinta o multime fuzzy pe R care este normala si convexa.

O asemenea mulfime fuzzy are exact doua puncte de crossover, notate in continuare X, X;,.

Latimea (eng. width) unui numar fuzzy A este:

1
W(A) =] X —Xco |, unde z15 (X1) = pa(Xp) = > ¢



Mulzimi fuzzy

2. Operatii uzuale cu multimi fuzzy
Fie A={(x,ua(¥)] xe X} si B={(x, 15 (X))| x& X}.

Multimile fuzzy A si B sunt egale dacd u,(X) = 15(X), Vxe X.
incluziunea AcC B Ua(X) < ug(x), Vxe X.

intersectia (conjuncfia):  pip~g(X) =mMin{za(X), 15 (X)} 2 £a(X) A pg(X), X€ X.
reuniunea (disjunctia):  pia_g(X) =max{ua(X), g (X)} = pa(X) v 5(X), X X.

complementul (negatia): Hx (%) =1—pp(X), Vxe X.
Legea contradictiei. ANA=D.

Legea tertului exclus: AUA=X.

diferenta simpli Hag (X) =min{ g, (X),1— 5 (X)}

diferenta mdrginitd Hpop (X) =max {0, za (X) — pg (X)}

(1.5)
(1.6)
(1.7)

(1.8)
(1.9)
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Tabelul 1.1. Proprietatile operatiilor standard cu multimi fuzzy.

.. AuB=BUA
1. | Comutativitate A~B=BA A
L (AnB)NC=ANn(BNC)
2. | Asociativitate (AUB)UC = AU(BUC)
. Au(BNC)=(AuB)n(AUC)
3. | Distributivitate An(BUC)=(ANB)U(ANC)
4. | Idempotenta ﬁ% ﬁz ﬁ
, AU(ANB)=A
5. | Absorbtia An(AUB)=A
5 Absorbtia de AN =L
| Xsau &I AuX =X
. AL =A
7. | ldentitatea ANX =A
8. | Involutia A=A
o | Legile luide AUB=ANB
" | Morgan AnNB=AUB
Formula de — N (A B
10. echivalenta (AUB)N(AUuB)=(AnB)U(ANB)
Diferenta - T
11. simetricd (AnB)U(AnB)=(AuB)N(AUB)
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Exemple:
(i) X = {1,2,3,4}:

A={(1,0.2),(2,0.7),(3.1),(4,0)}, B={(1,0.5),(2,0.3),(3,1),(4,0.1)}.

ANB={(1,0.2),(2,0.3),(31),(4,0)}, AUB={(10.5),(2,0.7),(3,1),(4,0.1)}.
B={(10.5),(2,0.7),(3,0),(4,0.9)}.
A-B=AnB={(10.5),(2,0.3),(3,0),(4,0)},
A©B={(10),(2,0.4),(3,0),(4,0)}.
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Figura 1.2. llustrarea grafica a operatiilor uzuale cu multimi fuzzy.

(a) Multirnile fuzzy A =i B

A B

g
(c) Complementul "NOT B"

10

g
(e) Diferenta simpla "A - B"

10

(b} Intersectia "A AMD B"

a5
0 -
a g 10
(d) Reuniunea "A OR B"
1
a5
0 : =
a g 10
ifi Diferenta marginita "4 8 B"
1
a5
0 -
a 10
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A={(x up(Q))| xe X} si B={(y,ug(y))| yeVY|
produsul cartezian (eng. cartesian product) AxB < X xY
/quB(X’ y) =min {,LlA(X),,LlB(Y)}, Xe X, y eyY.

coprodusul cartezian (eng. cartesian co-product) A+ B < X xY
Harg (X, Y) = max{ua(x), g (V)}, xe X, yeY.
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3. Functii de apartenenta implementate in MATLAB

Fuzzy Logic Toolbox
y = nume_mf(x, param)

Functie de apartenenta Functic MATLAB Parametri

1. |triunghiulara trimf [a, b, C]

2. |trapezoidala trapmf [a, b,c, d]

3. | gaussiana gaussmf [sig, C]

4, comb¥na;1e de 2 func gauss2mf [sigl, c1, sig2, c2]
gaussiene

5. | clopot generalizat gbellmf [a, b, c]

6. |sigmoidala sigmf [a, C]

7. d.l ferema de 2 functii dsigmf [al, c1, a2, c2]
sigmoidale

g |Pf odus_ de 2 funcfii psigmf [al, c1, a2, c2]
sigmoidale

RS smf [a, b]
10. |z ymf [a, b]
11. | pi pimf [a, b, c, d]
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3.1. Funcgia triunghiulara
parametri: a<b<c,

fuq (X;2,b,) =

Sau,

fm(x;a,b,c):max{min{

0,

{a) trimf{x, [2 6 8]

a 2 4 ] ] 10
() gaussmiix, [2, 5])

. _ K ()
X a’ C x}’ ol )
b-—a c-b

(b trapmfix, [1, 3,6, 8]

0.5

0o 2 4 & 8 10
() gbellmi(x, [2, 3, 5])

04a
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3.2. Functia trapezoidala
parametri: a<b<c<d

frap(X;a,0,c,d)=1 1 , b<x<c, (1.11)

echivalent:

fiap (X;@,0,C,d ) = max{min{g_a,l, d _X},O}. (1.11°)
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3.3. Functii de tip gaussian
parametri: c>0sicelR
_ (x=0)?
foauss (X; 0.C)=e 2 (1.12)

gauss2mfix, param)

M)
0.5

— param=1[34 18]
param =[3517]
-- param=[361 6]

Graficele functiilor de apartenenta de tip combinatie a doua gaussiene:

05

gauss2mi(x, param)

0 & 10
X

-- param =[36 16]
param =[37 1 5]
—— param =[381 4]

(a) cazul ¢, <c,, (b) cazul ¢, >c,
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3.4. Funcyia de tip clopot generalizat
parametri: a, bsic,cua=0 si b>0.

daca b <0, atunci functia ia forma unui clopot inversat.

(1.13)
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3.5. Functii de tip sigmoidal
parametri: a,ce R, a0
¢ 1

—a(x—c)

= (X,a,C) 1+e

C precizeaza punctul de crossover

a da panta tangentei la curba in acest punct:
daca a > 0, functia este deschisa la dreapta

daca a <0, functia este deschisa la stanga.

diferenta a doua functii sigmoidale:

fasig (X381,Cp,85,C;) = Tgig (X584, 1) — fgig(X5@5,C3),
produsul a doua functii sigmoidale:

fosig (X381,C1,85,C) = T4ig (X5 8,C1) - g (X;82,C,)

(&) y, = sigmflx, [2-5]), v, = sigmi(x, [0.5 0] (h) ¥, = sigmfx, [10]), ¥, = sigmfix, [-10])

1 1

W x)
0& K 0.5
. . }f1
- ¥y
0 Leaser™ 0 =
-10 A 0 ] 10 -10 5 a 5 10
fc) y = dsigmf{x, [2-5050]) () y = psigmiix, [2-5-10])
1 1
B ()
0A& 0.5
a a
10 A ] 10 -10 5 a 5 10
X X
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3.6. Functiile S, Z si pi

0 ,x<a
2(_j Lacxedth
fs(x;a,b) = b-a ,
1—2(ﬂ) ,a—+b<xsb
b-a
\ 1 . b< X
( 1 , X<a
x—a)
1—2(—) , a< X<
f(cab)=, P78 :
Z(Mj ,a—+b<xsb
b—a
\ 0 ,b<x
(0 ,x<a

fhi(x;abc,d)=y 1 ,b<

fs(x;a,b), a<x<b

X<cC

f,(x;c,d), c<x<d
0 d <X

(&) yy = smfix, [-55]), v, = smilx, [105]) b] y, = zmflx, [-5 5]}, v, = zmflx, [-10 5])

1 1

B (3]
0.5 0.5
0 s 0
-0 - 10
(c) y1 = pimf(x, [7 25 9]), y2 = pimflx, [7 -2 -2 9])
TH— ¥ -
- }fz
H(x)
05t -
D 1 1
-0 5 10
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4. Norme si conorme triunghiulare

4.1. T-norme

Fie A={(x, ua(¥)] xe X} si B={(x, u5(X))| x& X}.
Hang(X) :T(IUA(X)UUB(X))’ xe X,
Haos (X) :S(/’lA(X)HI’lB(X))1 xeX.

Definitie: Un operator 7 :[0,1]x[0,1] —[0,1] este 0 T-normd daca:
- conditii pe frontiera: 7(0,0)=0; 7(a,))=7 (1,a)=a;

- monotonicitate: as<csib<d: 7(ab)<7(c,d);

- comutativitate: 7T (a,b)=7(b,a);

. asociativitate: T (a,7(b,c))=T (7 (a,b),c).

Operatori de tip T-norma frecvent utilizati

(i) minimum: 7...(a,b)=aAb=min{a,b};

(if) produs algebric: T, (a,b)=2a-b;

(iif) produs marginit (Lukasiewicz):  7,(a,b) Za®b=max{0,a+b-1};
(a,b=1

(iv) produs drastic: Typ(ab)2amnb=<b,a=1
| 0,a,b<1.
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Pentru orice a,b [0,1]:
%p (a1 b) < ffbp (a’ b) < 7;p (a, b) < Tmin (a’ b) .

orice T-norma 7 satisface
T (a,b) <7.,(a,b)=min(a,b), va,b[0,1].

(i) Minimum (i) Produs algebric

Graficele operatorilor T-norma: (i) minim; (ii) produs algebric,
(iii) produs marginit, (iv) produs drastic.
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Exemplu:

Hp(X) = Fiq (X:1,4,9), 51, 215(X) = e (X;1,5,6,9).

by () = trirnfl, [T, 4,9])

Intersectia a doua multimi fuzzy determinata cu operatorii de tip T-norma:

10

(a.b)

o 05

T

bg () = trapmfix, [1,5,6,9])

10

(1) minim, (ii) produs algebric, (iii) produs marginit,; (iv) produs drastic.
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Un operator 7 de tip T-norma care satisface relatia 7 (a,a) =a pentru orice a<[0,1] este
denumit idempotent.
Operatorul minimum 7., este idempotent si este singura T-norma idempotenta.

O T-norma continua care satisface 7 (a,a) <a pentru orice a € (0,1) este denumita Arhimedeana.
T-normele produs algebric 7, si produs marginit 7, satisfac aceasta conditie.

O T-norma Arhimedeana pentru care 7 (a,a) =0 numai daca a =0 se numeste Strictd.
Daca aceasta conditie nu este satisfacutd, se spune ca T-norma respectiva este nilpotenta.

Produsul algebric 7, este 0 T-norma stricta iar produsul marginit 7y, este 0 T-norma nilpotenta.



Mulzimi fuzzy

21

4.2. T-conorme

Definitie: Un operator §:[0,1]x[0,1] —[0,1] este o T-conorma (S-norma) daca:
- conditii pe frontiera: S(1,1)=1; S(a,0)=S5(0,a)=a;

- monotonicitate: a<csib<d: S(a,b)<S5(c,d);

- comutativitate: S(a,b)=S5(b,a);

. asociativitate: S(a,S(b,c))=S(S(a,b),c). ¢

Operatori de tip T-conorma frecvent utilizati

(i) maximum: S (8,0) = av b =max{a,b};

(ii) sumai algebrici: Ss(a,b)=2atb=a+b-ab;

(ill) suma marginita (Lukasiewicz): S(a,b)=a®@b=min{l,a+b};
(a,b=0

(iv) suma drastica: Si(a,b)Zaklb=:b,a=0
| 1,3,b>0.

Pentru orice a,b €[0,1], intre acesti operatori exista relatia:
Smax (a’ b) < Sas (a1 b) < Sbs (a, b) < Sds (a1 b) :
orice T-conorma S satisface inegaliatea
S(a,b) > S5, (a,b) =max(a,b), va,b [0,1].
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(N Maximum (i) Suma algebrica

Graficele operatorilor de tip T-conorma: (i) maxim; (ii) suma algebrica;,
(i) suma marginita, (iv) suma drastica.
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Exemplu:

Ha(X) = T4 (X;1,4,9) si g (X) = i (X:1,5,6,9).

Mo () = trirnf(x, [T, 4, 3]) by () = trapmif(x, [1,5,6,3])

H H

Reuniunea a doua multimi fuzzy determinata cu operatorii de tip T-conorma:
(1) maxim, (ii) suma algebrica, (iii) suma marginita, (iv) suma drastica.
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Un operator S de tip T-conorma care satisface relatia S(a,a)=a pentru orice a<[0,1] este
denumit idempotent.
Operatorul maximum &, este idempotent si este singura T-conorma idempotenta.
O T-conorma continua care satisface S(a,a) > a pentru orice a € (0,1) este denumita Arhimedeand.
T-conormele suma algebrica S, s1 sumad marginitd S satisfac aceastd conditie.
O T-conorma Arhimedeana pentru care $(a,a) =1 numai daca a =1 se numeste strictd.

Daca aceasta conditie nu este satisfacuta, se spune ca T-conorma respectiva este nilpotenta.
Suma algebricd S,.este 0 T-conorma strictd iar suma marginitd S, este 0 T-conorma nilpotenta.

Operatorii de tip T-norma si T-conorma sunt duali in sensul urmator:

daca operatorul 7 este de tip T-norma, atunci operatorul 7' este de tip T-conorma
7T'(a,b)=1-7(1-a,1-b), a,b<][0,1],

daca operatorul S este de tip T-conorma, atunci operatorul S’ este de tip T-norma
S'(a,b)=1-S50-a,1-b), a,b<[0,1],

Perechile de operatori (70, Smax) s (ZaprSas) s (Zops Sps) 1 (Zgs Sgs) SUNt duali

pl
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(i) Produs algebric (i) Produs marginit (i) Produs drastic

(i1 Minirmum

(i) Suma drastica

(i) Suma marginita

(il Zuma algebrica
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4.3. Complement fuzzy

Fie A={(X, ua(x))| xe X}
Hx(X) = N (1p(x)), xe X.

Definitie: Un operator N :[0,1] —[0,1] este un complement fuzzy daca:
. conditii pe frontierda: AN (0)=1, N(1)=0;
. monotonicitate: a<b: N@)=N(b);
. involutie: N (N (a))=a. ¢

Oricarei T-norme nilpotente 11 poate fi asociata un complement (rezidual) prin relatia:
N7 (a)=max{b|7 (a,b) =0}, ae[0,1].
Astfel, operatorul uzual folosit AV (a) =1—a este complementul corespunzitor produsului marginit
Ty, fiind numit i complement Lukasiewicz.

Legile lui deMorgan generalizate
Dualitatea operatorilor de tip T-norma si T-conorma poate fi generalizata in sensul urmator:
daca operatorul 7 este de tip T-norma, atunci operatorul 7" este de tip T-conorma

T'(a,b) =N (7 (N (a), N (b)), a,be[0,1],
daca operatorul S este de tip T-conorma, atunci operatorul S’ este de tip T-norma

S'(a,b)=N(S(N(a), N (b)), a,be[0,1],
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4.4. Operatori parametrizafi
operatorii lui Sugeno, definiti pentru A > -1 prin:

Ts(a,b;/l)zmax{o,a+b‘1”ab}, abe[0.1]
A+1

Ss(a,b;1)=min{lLa+b—ab}, a,b[0,1],

1-a
N<(a: 1) =
s(@i4) 1+ Aa

operatorii lui Yager, definiti pentru q > 0 prin:

TY(a,b;q)zl—min{l,[(l—a)q +(1—b)‘4]]/q}, a,be[0,1],

, ae[0,1];

S, (a,b;q) = min{l, (a“ +bq)]/q}, a,b e[0,1],
N, (a;q)=1-a")¥?, ae[0,1].

O T-norma Sugeno 7g(a,b;A) si o T-conorma Sg(a,b;v), definite pentru A4,v > -1, sunt duale
(in sensul operatorului de negatie N (a) =1—a) daca si numai dacd v=—A1/(1+1).
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(a) Op. Sugeno A =1 (b) Op. Sugeno A=-0.75
1 - 1
Lo ' ' ;L LY
05 ,f k\k:‘ ", 1 0.5 [T
K l'l__"'.\ "\ I_-"Ir' - I|
. v S/ *
0 - 0 - 3
a 5 10 a 5 10
(c1COp. Yagerg=25 — Haqp
— Hap
1 - 1
\}J:
AN
05 ff \ 1 0.5
s
4 \‘;
s i N 0
a ] 10 a

Reuniunea si intersectia a doua multimi fuzzy determinate utilizand operatori de tip
(a)-(b) Sugeno si (¢)-(d) Yager pentru diferite valori ale parametrilor lor.
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(b) Complement ¥ager

(a) Complement Sugeno
T =095 aEA
::1H K075 \ g=2, >
= : II'*. \‘ . E Il\ \\ ;
%DE:X\ =0 i}ﬂ.ﬁ N q=.] \
' =5 \l,l I.I ILq»-‘\: 06
=20 } q=03 "
|:IIII 0.5 1 |]III 0.4 1
Op. Yager

Ma, ST H_a

Ko, el B_a

10

=5
=045

Graficele operatorii complement fuzzy de tip (a) Sugeno si (b) Yager

si complementul unei mulfimi pentru diferite valori ale parametrilor lor.
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