4.1. Proprietatea de aproximare a retelelor feed-forward cu doua straturi

y =x" €]
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N functii functii
sigmoidale liniare
1 R 52
bl cpR™ b2 eR?
f:R" 5>RP, y=f(x)=0° W2 (Wx+b")+b? (5.1.1)

x e R" — vectorul de intrare; y € RP — vectorul de iesire;

Parametrii retelel:
W' e R™" _ ponderi strat de intrare;
bte R™ - deplasari strat de intrare;

W2 eRP™ _ ponderi strat de iesire;
b?eRP — deplasari strat de iesire;
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o :R™" 5> R™, ot (u) = [al(ull) al(urln)] — functia de activare sigmoidala

not u —-u

T e'—e
ut =Whx +b' = [uiurln] cu ot(u)=

e'+e™

1
PERTN Sau O'l(U) =
(1+e”)

T
6’:RP 5> RP, o?(u?) = [0'2(u12)...0'2 (uf))} = u?, o*(u) =u — functia de activare liniara
not

.
u?> =W?2x2+b? = [ulluﬂ eRP, x? =yt =c'(U}).
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Fie functia netedd pe o multime compactd S c R":
0:R" > RP, (5.1.2)
cunoscutd in punctele x; € S < R":
o(x)=1z,1=1..,N.

/" Daca reteaua neuronald poseda un numar adecvat de noduri m in stratul de intrare, atunci\
parametrii retelei pot fi determinati de asa maniera incat f (5.1.1) sa aproximeze pe domeniul S
functia data ¢ (5.1.2) cu o precizie impusa (in sensul de ,,oricat de buna”):

Ve>0, ImeNsi W eR™" bl e R, W2 e RP™ b? cRP ai.

(5.1.3)

\_ |f(x)—o(x)|<e, VxeS. )
Reteaua neurala MLP: Se alege numarul de neuroni m in stratul de intrare al retelei
vectori prototip: X, X, ey Xy € R,
vectori finta. 21,25,...,Zy €RP
vectori de iegire: y, = f(x)eRP?, i=1...,N,
vectori eroare: e=z-y;eRP i=1..,N.

1 N
functia obiectiv MSE Jyee WHDE W2 b? = WZE,T €.

i=1

vm=3I W cR™" p* e R™ W?*cRP™ bh2* cRP, astfel incat:
1+ . 1= 2% | 2% 11 2 K2
Juse WE B W2* b2 <Jy,c WEBEW2 b2 .
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4.2. Antrenarea retelelor feedforward cu doua straturi

5.2.1. Obiectivul antrenarii regelei

e determinarea parametrilor W* e R™", b eR™, W2* e RP™, b?* e RP care sa asigure
minimizarea erorii patratice globale
e m va influenta calitatea aproximarii realizate de retea pentru functia ¢

5.2.2. Algoritmul de antrenare prin propagare inversa
backpropagation: minimizarea erorii patratice medii (MSE) prin metoda gradientului.
Fie ve RMMDPMD —vect | W' [;[W? % |, W e R™", W2 eRP™ b'eR™, b% e RP

Functia obiectiv:

1 N
J(v) = NZeiT (v)e (v). (5.2.1)
i=1
Minimizarea prin metoda gradientului:
View =Void =7VI (Vo) (5.2.2)

n >0 - pasul metodei de optimizare,

VI (v,y) = d/ov Tl - vectorul gradient (normal la suprafetele de nivel constant ale lui J

Vold

care trec prin v 4)-
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Etapa 0 (Initializare)
se fixeaza:
un numar maxim de iteratii Sau epoci
0 valoare de prag ¢ > 0 care se doreste a fi atinsa pentru functia criteriu
ratd de invatare (eng. learning rate) = pasul metodei de optimizare >0
se construiesc:

vectorii prototip X =[% ... Xy ]eR™N, (5.2.3)

vectorii tinta: Z=[z...274]e RN, (5.2.4)
Etapa | (Etapa de prezentare)

= f(x)=0° Wi (Wi X +b5g) +b3y »i=1..,N, (5.2.5)

Y =[y,...yn]Je RPN, (5.2.6)

Etapa |l (Etapa de verificare)
e=2-y;eRP i=1..,N.
E=[e...en]=Z-Y RPN (5.2.7)
Algoritmul se opreste daca este indeplinita una din urmatoarele doua conditii:
(x1) eroarea patratica medie este inferioara pragului g stabilit la startarea algoritmului, adica:

J Weig. Woig, bgg. bGg = Ze & <¢&; (5.2.8)

(x 2) a fost atins numarul maxim de iteratii stabilit Ia startarea algoritmului.
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Etapa |1l (Etapa de calcul a vectorilor delta prin propagare inversa)

pentru valorile curente W3, e R™", Wi, e RP™, bi, e R™, b, € RP

pentru fiecare vector prototip Xx;, i=1,...,N, se calculeaza matricele Jacobian ale functiilor de
activare (vectoriale) ale celor doua straturi:
e pentru stratul de intrare:

Q! =diag g'(D),...q'(m) , Q' eR™™ i=1,...,N, (5.2.9-a)

unde:

1y _ (<Ll _ 1 _ . )
di (k) = (o7)(u; (k)) (|nVO'1)(y;L(k)), k=1,..,m; (5.2.9-b)

e pentru stratul de iesire:
Q? =diag g°(1),...q°(m) , QF e RP*P i=1,..,N, (5.2.10-a)

unde:
1

v o))

functiile de activare pe al doilea strat sunt liniare = Q7 = | este matricea unitate, i =1,...,N.

g7 (k) = (6°)(uf (k) = k=1..,m. (5.2.10-b)
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se definesc vectorii / matricele delta;

e pentru stratul de iesire:

5i2:Qizei:ei€Rp, |:1,,N,
A% =[67...00]e RPN,

e pentru stratul de intrare:

si=0" W' eR™, i=1...,N.

y =x" €
) ul €l ‘m
X €|k + : ;
——> w! o w2
Wl el Mmxn + GI T = m W2 T Pxm
’ functii
sigmoidale l
1
5
> b ; B2
derivare
bl ™ 1§ b2 e P
1 m i
O €
i %
<— o < [
QI el mxm (W)ZT e ™P

A =[5...00]e R™N.

§2ecp”?

(5.2.11)
(5.2.13)
(5.2.12)
(5.2.14)
y2 e P ~ +
.func;ii “R”
liniare

der

ivare

0% e

PXp
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Etapa IV (Etapa de actualizare a parametrilor)

> se calculeaza matricele de actualizare a parametrilor aplicand regula delta pe fiecare strat:

e pentru stratul de iesire

ponderi D,: =A%(X%)" eRP™,
deplasari D,. =A? 1.1 eRP:
%/_J
N elemente
cu x*=yreR™ i=1...,N = X°=[x{..x5]eR™N,
e pentru stratul de intrare
ponderi D, =AX" eR™",
deplasari D, = A' 1...17 eR™
H_J
N elemente

»  se determina noile valori ale parametrilor retelei:
e pentru stratul de iesire

2 2
Wnew Wold + 77 bnew bold + 77Db2 ,
e pentru stratul de intrare
1 1
Wiew _Wold +77 bnew b old T 77D

» se trece la o noua iteratie CU:

2 2 2 1 1
Wnew _>Wold’ bnew — bold’ Wnew _>W0Id’ bnew — bold'

(5.2.15-a)
(5.2.15-h)

(5.2.17)

(5.2.16-a)
(5.2.16-b)

(5.2.18)

(5.2.19)

(5.2.20)
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Observatii:

1° Initializarea parametrilor retelei (adicd Wi, e R™", Wi, e RP™, bl e R™, b3, €RP la
prima iteratie a algoritmului) se face cu valori subunitare arbitrare; in acest mod se asigura
senzitivitate maxima pentru functiile sigmoidale din primul strat al retelei.

2° Convergenta algoritmului de propagare inversa se realizeaza in conditiile specifice
metodei gradientului (ca tehnica de optimizare), fiind puternic dependenta de valoarea ratei de
invatare 77 s1 anume:
= pentru 7 madecvat mic, deplasarea catre optim, in spatiul parametrilor, este foarte lenta,
= pentru 77 inadecvat mare, deplasarea catre optim, in spatiul parametrilor, se realizeaza cu
oscilatii (eventual cu pierderea stabilitatii algoritmului).

3° In cazul cind algoritmul se incheie prin satisfacerea conditiei (1), acuratetea
parametrilor furnizati Wi e R™", W2 eRP™ (ponderi) si bt eR™, b?eRP (deplasiri)
depinde de valoarea pragului ¢ stabilit pentru eroarea patratica globala. Valoarea finala a lui J
(implicit alegerea valorii de prag ¢) trebuie corelata cu magnitudinea valorilor tinta z;, | =1 N.
De exemplu, daca z; este de ordinul 10° in unitatile de masurd, eroarea poate fi aleasd de ordinul

10* —10°; nu vom utiliza drept criteriu de antrenare un prag de ordinul 10 pentru J deoarece
acesta nu ar putea fi atins practic niciodata.
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4° Suprafata erorii J(v) definita prin (10) uzual poseda minime locale in care cautarea
minimului poate esua, dacd rata de invatare are o valoare prea micd. Astfel de minime locale nu
pot fi parasite decat prin schimbarea valorii ratei de invatare, sau prin restartarea algoritmului cu
alte valori initiale ale parametrilor.

5° Numarul de neuroni din stratul de intrare se alege in functie de “gradul de neliniaritate”
care se constati la functia ¢ din examinarea esantioanelor (5.1.4). In alegerea arhitecturii retelei
(adicd a numarului de neuroni de pe primul strat) pot parea doua arhitecturi care trebuie
verificate si eliminate:

a. Subaproximarea (eng. underfitting): care are loc pentru un numar prea mic de neuroni. In
cazul n=p=1, graficul realizat de retea nu prezinta un numar suficient de puncte de
inflexiune. Pentru a asigura calitatea aproximarii este suficient la J sa fie foarte mic (nu va
f1 de aceeasi valoare ca atunci cand trec prin vecinatatea tuturor punctelor).

b. Supraaproximarea (eng. overfitting): se alege un numar mare de neuroni in cazul functiei
scalare n= p =1. Numarul excesiv de neuroni creeaza prea multe puncte de inflexiune, care
nu ar putea exista pentru un fenomen real.

Alegerea adecvata a numarului de neuroni se bazeaza pe experientd si, eventual, pe teste de
factura incercare-eroare (eng. trial and error) efectuate pe problema concreta. u




