ANTRENAREA SUPERVIZATA A RETELELOR
FEEDFORWARD MULTISTRAT iIN PROBLEME DE
APROXIMARE NELINIARA

1. Consideratii generale, motivatie si obiect

Retelele neuronale feed-forward multistrat cu noduri de intrare sigmoidale pot fi
utilizate pentru a realiza aproximarea unor functii neliniare, definite cu ajutorul unei multimi
de vectori prototip si respectiv a unei multimi de vectori tintd. Numadrul de intrari si iesiri ai
retelei sunt impuse de dimensiunea vectorilor tintd si respectiv - dimensiunea vectorilor
prototip. Numarul de neuroni din stratul de intrare (si din stratul ascuns - in cazul retelelor cu
trei straturi) este stabilit de utilizator. Aceste arhitecturi neuronale sunt denumite §i retele
MLP (eng. MultiLayer Perceptron).

Prin parcurgerea acestei sedinte de aplicatii, studentul 151 va insusi cunostintele
necesare antrendrii supervizate a acestor retele cu ajutorul algoritmului de propagare inversa.
Pentru desfasurarea practicd a experimentelor se va face apel la functii disponibile in Neural
Network Toolbox. Un accent deosebit se va pune pe vizualizarea graficd a progresului
antrenarii:

e vizualizare grafica tridimensionald a suprafetei de eroare si a cdutdrii minimului in
cazul unui neuron cu o singura intrare si functie de activare sigmoidala;

e vizualizare graficd bidimensionald a evolutiei procesului de aproximare in cazul unei
retele cu doud straturi

2. Cunostinte prealabile necesare

e Capitolul “Antrenarea supervizatd a retelelor neuronale”, sectiunea ‘“Retele
feed-forward multistrat” din Cursul “Aplicatii ale retelelor neuronale in automatica”.
e Experientd de programare in MATLAB.

3. Breviar teoretic

Utilizarea retelelor neuronale feed-forward multistrat in problemele de aproximare
neliniare se bazeaza pe antrenarea retelelor prin algoritmul de propagare inversa. Denumirea
algoritmului provine din faptul ca pentru antrenare informatiile sunt procesate in sens invers,
de la iesirea retelei, catre intrare.

3.1. Proprietatea de aproximare a retelelor feed-forward cu doua straturi,
avind functii de activare sigmoidale in primul strat si liniare in al doilea

O retea cu doua straturi cu noduri sigmoidale 1n stratul de intrare si liniare in stratul de
iesire realizeaza transferul intrare-iesire prin functia:
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f:R" > R?, (1-a)
y=fx)=0*(W’s' W'x+b")+p), (1-b)
unde notatiile au urmétoarea semnificatie, in conformitate cu arhitectura reprezentata grafic in
figura 1:
x e R" — vectorul de intrare;
y e R? —vectorul de iesire;
W' e R™" _ matricea ponderilor stratului de intrare;
b' e R™ — vectorul deplasarilor stratului de intrare;
W? e RP™ — matricea ponderilor stratului de iesire;

b? e R? —vectorul deplasarilor stratului de iesire;
T
o :R™ > R", cl(ul):[al(ull) Jl(u;n)} — functia vectoriald de activare a

1

not T
stratului de intrare, unde u' =W'x+b' = [ul u}n] si o

are expresia analitica:

o' (u)= 1/ (1+¢") in cazul sigmoidului unipolar si, respectiv,

o) =("-e™) / (€”“+e™) in cazul sigmoidului bipolar;
T
62 :R? >R?, o’(w?)=u’ (echivalent cu o’(u’)= [0'2 W})...o” (u;)] si

O'Z(u)=u) — functia de activare (liniard) a stratului de iesire, unde

not T
w=w?x*+p* = [ullu})] eR”, x* =y =c5'().
Transferul intrare-iesire realizat este parametrizat de ponderile W!'eR™",

W? e RP*™ si deplasarile b' e R™, b* € R retelei.

Fie functia:
¢:R" > R?, (2)

netedd pe o multime compacta S < R”.

Este demonstrat faptul ca, daca reteaua neuronald poseda un numar adecvat de noduri
m 1n stratul de intrare, atunci parametrii retelei pot fi determinati de asa maniera incat f
definitd prin (1) sa aproximeze pe S functia ¢ din (2) cu o precizie impusa (in sensul de
,oricat de buna”). Intr-o formulare matematica riguroasa, acest rezultat remarcabil poate fi
scris sub forma:

Ve>0 ImeNsi W eR™" bl e R W? cRP™ b cR” al.

3
If(x)-o(x)|<s vxes. 3)

Observatie: Proprietatea de aproximare prezentatd mai sus nu furnizeaza informatii
concrete privind alegerea lui meN si determinarea lui W' e R™", p' e R™, W? e RP*™,

2 . o .. .
b° e R”?, ci garanteazda numai existenta acestor valori. ¢
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Din punct de vedere practic, exploatarea rezultatului discutat anterior are loc in
urmatorul context. Functia ¢ din (2) este cunoscutd intr-un numar finit N de puncte

x; € S < R”, pentru care avem:

(p(xl):zl, l:1,.,N. (4)
La intrarea retelei se prezintd vectorii prototip:
X, X, ..., xy €R", ()
pentru care se considera vectorii tinta:
2520552y ER? (6)
definiti conform (4). Notand prin y;, i =1,..., N, vectorii de iesire ai MLP, adica:
yi=f(x)eR?, i=1,...,N, (7)

se definesc vectorii eroare prin:
e, =z,—y;eR?”, i=1,..,N. )
Pentru orice numar de neuroni m in stratul de intrare al retelei, existd valori ale
parametrilor retelei notate prin W'* e R™", b'*eR™, W?* eRP™, b*>* cR”, care

asigurd minimizarea erorii patratice medii (Mean Squared Error — MSE):

N N

Zel.Tel. SZel-Tel- . 9
. 1% 41 2% g2% ; 1 41 2 42

i=1 w' b Wb i=1 W= b ,W~,b"oarecare

Observatie
Parametrii W!'* eR™", b'* e R™, W?* cRP™, p** cR” din (9) nu asigurd si
satisfacerea conditiei (3) pentru tot compactul S — R”. In schimb, inegalitatea (9) posedi o

semnificatie numericd concreta, furnizand astfel un obiectiv consistent pentru antrenarea
retelei neuronale. ¢

3.2. Obiectivul antrenarii retelei

Pornind de la multimea vectorilor prototip (5) si multimea vectorilor tinta (6), prin
antrenarea unei retele cu m noduri in stratul de intrare trebuie sd se determine parametrii
acesteia W'* e R™" p!* e R™, W2* e RP™, p*>* e RP care sa asigure minimizarea erorii
patratice globale, adica satisfacerea inegalitatii (9). Cu aceste valori ale parametrilor, functia f
definita prin (1) realizeaza o aproximare (neliniard) in sensul celor mai mici patrate a functiei
¢, cunoscuta prin intermediul esantioanelor (4). Valoarea minima obtinutad in (9) depinde (in

general) de numarul de noduri m din stratul de intrare al retelei si deci m va influenta calitatea
aproximarii realizate de retea pentru functia ¢ .
3.3. Algoritmul de antrenare prin propagare inversd

Algoritmul de antrenare prin propagare inversa (eng. backpropagation) se bazeaza pe
minimizarea erorii patratice medii (MSE) prin metoda gradientului. Sa notdm prin
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y e R™MHDTPmED - Gectorul  parametrilor  retelei  construit cu elementele matricelor
Wl eR™" W? eRP i ale vectorilor b' e R™, b*> e R”, elemente ce sunt dispuse in

vectorul v conform unei reguli prestabilite (de exemplu, intdi liniile matricei [Wl bl],

urmand apoi liniile matricei [W2 bz}). Considerand vectorii eroare e; definiti prin (8), ca

functii de parametrii retelei (adica de elementele vectorului v) se defineste functia obiectiv:
1 &
J0) =226 1)), (10)
i=1

Minimizarea prin metoda gradientului a lui J(v) (care Inseamna satisfacerea conditiei (9))

constd in modificarea vectorului parametrilor v e R™"*DP() 15 fiecare iteratie, in
conformitate cu formula:
Voew = Yold =77 V'*](vo]d) ) (1 1)
noteaza vectorul
Vold

gradient (normal la suprafetele de nivel constant ale lui J (10), care trec prin v,4). Printr-o

unde 7 > 0 noteaza pasul metodei de optimizare, iar VJ(vyq) =[0J/ 8v]T

exprimare adecvatd a vectorului gradient, relatia (11) poate fi formulatd direct in termenii

parametrilor refelei W'eR™", b'eR™, W?eRP™, b*>cRP, furnizind astfel
mecanismul de efectuare a unei iteratii pentru algoritmul de antrenare prin propagare
inversd. Termenul de “propagare inversa” se referd la maniera de calcul a valorilor curente ale
vectorului gradient care se bazeaza pe o strategie de propagare a erorilor, definite prin (8), de
la stratul de iesire, Tnapoi cétre stratul de intrare.

Pentru algoritmul de antrenare se stabilesc, de catre utilizator, un numar maxim de
iteratii sau epoci s1 o valoare & care se doreste a fi atinsa Tn minimizarea functiei obiectiv
(10) (adica un prag pentru eroarea pdatratica globala). Atingerea unui prag oarecare de
eroare ¢ impus de utilizator nu este intotdeauna posibila, deoarece valoarea minima a lui
J(v) definita prin (10) poate fi strict pozitiva.

De asemenea, se fixeazd (de catre utilizator) o valoare pentru pasul metodei de
optimizare 77 >0, care, In contextul problemei de optimizare, este referitd sub denumirea de

ratd de invatare (eng. learning rate).

Se organizeaza vectorii prototip x; e R”, i=1,...,N,siceitintd z; eR”, i=1,...,N,
sub forma matricelor:
X =[x...xy]e R, (12)
respectiv:
Z=[z...7y]e RV, (13)

La fiecare iteratie a algoritmului de propagare inversa se parcurg etapele descrise mai
jos. Valorile parametrilor retelei la Inceperea unei iteratii sunt notate prin Wolld e R™",
a €R™, b}y € R” (pentru deplasari).

W3y € RP*™ (pentru ponderi) si, respectiv, b,
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Etapa I (Etapa de prezentare)
Se prezintd vectorii prototip x;, i=1,..., N, la intrarea retelei neurale, adica pentru

valorile curente ale parametrilor retelei (W.,, W32y, by, b2q) se calculeaza, conform (1-b),

iesirile retelei, obtinand:

Vi = £(x) =07 (Waiao' WX, +bya) +big ) 1 =1,.... N, (14)
care se organizeaza sub forma matricei:
Y=[y..yyleRPN. (15)

Etapa II (Etapa de verificare)
Se calculeaza vectorii erorilor e;, i=1,..,N, definiti prin (8) ca diferenta dintre
vectorii tintd z; € R? si vectorii iesirii la iteratia curenta y; € R”, construind matricea

E=[e,...ex]=Z-Y eRPV. (16)

Algoritmul se opreste daca este indeplinita una din urmatoarele doua conditii:
(x1) eroarea patratica medie este inferioara pragului ¢ stabilit la startarea algoritmului, adica:

| &
NZeiTel-«? (17)
i=l

sau:
(%2) a fost atins numarul maxim de iteratii stabilit la startarea algoritmului.

La oprire, algoritmul va furniza valorile parametrilor retelei rezultate din antrenare,
care vor fi notate prin W, e R™", Wf e R”*™ (pentru ponderi) si, respectiv, b} eR™,
b} e R? (pentru deplasari).

Daca nici una din conditiile (1) sau (y2) nu este indeplinita, se continua cu etapa
urmatoare a iteratiei curente.

Etapa III (Etapa de calcul a vectorilor delta prin propagare inversa)

Pentru valorile curente ale parametrilor retelei W, e R™", W3, e R, bl e R™,

bgld e R?, pentru fiecare vector prototip x;, i =1,..., N, se calculeazad matricele Jacobian ale
functiilor de activare (vectoriale) ale celor doua straturi, notate prin:
Q) cR™™, Q? cR7”?, i=1,...,N.
e pentru stratul de intrare:
0! = diag |} (1),....q] (m)} (18-a)

unde:

L) = (aDul (k) = ! L k=1...m; 18-b
g; (k) = (o )u; (k)) I o O m (18-b)

e pentru stratul de iesire:
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07 = diag{q; (1),-..g7 (m)} , (19-a)

unde:
1

=1,
(Inv o)} (k)
In relatiile (18-b) si (19-b) care definesc elementele matricelor Jacobian, notatiile

g7 (k) = (0 )} (k) =

k=1,..m. (19-b)

(Inv 0'1) si (Inv 0'2) au semnificatia de inverse ale functiilor de activare o! si respectiv o?
corespunzatoare celor doud straturi. Deoarece functiile de activare ale celui de al doilea strat

sunt liniare, Qi2 este matricea unitate pentru i =1,...,N .
Cu ajutorul matricelor Jacobian Q! e R™™, Q? e RP*? si a vectorilor erorilor

e, cR?, i=1..,N,i=1,...,N, se definesc vectorii delta (prin procesarea informatiei de la

iesire, catre intrare, procesare numita propagare inversa):
e pentru stratul de iesire:

0 =Q¢;=e cR”, i=1,.. N; (20)
e pentru stratul de intrare:
5 =0 (W)} )eR", i=1..,N. 1)
Astfel, suntem In masura sa construim matricele delta ale celor doua straturi:
e pentru stratul de iesire
A% =[6%...065 e RPN, (22)
e pentru stratul de intrare
Al =[s!...001e R™N (23)
O reprezentare sub forma de schema bloc a modului de calcul al vectorilor delta prin
propagare inversa intr-o retea cu doua straturi este datd in fig. 2.
Etapa IV (Etapa de actualizare a parametrilor)

Cu ajutorul matricelor delta se pot calcula matricele de actualizare a parametrilor
aplicand regula delta pe fiecare strat:
e pentru stratul de iesire

- ponderi

D, =A*(X*) eRP™, (24-a)
- deplasari

D,. = A’ uT eR?; (24-b)

N elemente
e pentru stratul de intrare
- ponderi
D, =A'XT eR™", (25-a)

- deplasari
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D, =A'"[1...1]" eR™. (25-b)
N elemente
In relatia (21-a), matricea X 2 eR™N colecteaza vectorii xl-2 = y} eR™, i=1,...,N, care se
prezinta la intrarea celui de-al doilea strat, adica:
X2 =[x ... x}y]eR™N, (26)
Pe baza matricelor de actualizare se determina noile valori ale parametrilor retelei:
e pentru stratul de iesire

- ponderi
Woew =Waa +1Dy0. (27-a)
- deplasari
Biew =blg +11D ; (27-b)
e pentru stratul de intrare
- ponderi
Woew =Waia + 1Dy (28-a)
- deplasari
Bpew =boig +711D, . (28-b)

Cu aceste calcule, iteratia curentd se Incheie si se trece la o noud iteratie, efectuand
atribuirile:

2 2 2 2

Wnew - Wold > bnew - bold > (29)
1 1 1 1

Wnew - Wold? bnew - bold'

Observatii

1° Initializarea parametrilor retelei (adici Wjy € R™", Wi, e RP™, bl eR™,

bgld € R” la prima iteratie a algoritmului) se face cu valori subunitare arbitrare; in acest mod
se asigura senzitivitate maxima pentru functiile sigmoidale din primul strat al retelei.
2° Convergenta algoritmului de propagare inversa se realizeaza in conditiile specifice

metodei gradientului (ca tehnica de optimizare), fiind puternic dependenta de valoarea ratei de
invdtare 7 si anume:

e pentru 77 inadecvat mic, deplasarea catre optim, 1n spatiul parametrilor, este foarte lenta,
e pentru 7 inadecvat mare, deplasarea cdtre optim, in spatiul parametrilor, se realizeaza cu

oscilatii (eventual cu pierderea stabilitatii algoritmului).
3° In cazul cand algoritmul se incheie prin satisfacerea conditiei (y1), acuratetea

parametrilor furnizati W} e R™", Wﬁ e R”™ (ponderi) si b} eR"™, b}% e R? (deplasiri)
depinde de valoarea pragului ¢ stabilit pentru eroarea patratica globala.
4° Suprafata erorii J(v) definita prin (10) uzual poseda minime locale in care cautarea

minimului poate esua, daca rata de Tnvatare are o valoare prea mica. Astfel de minime locale
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nu pot fi parasite decat prin schimbarea valorii ratei de invatare, sau prin restartarea
algoritmului cu alte valori initiale ale parametrilor.

5° Numarul de neuroni din stratul de intrare se alege in functie de “gradul de
neliniaritate” care se constata la functia ¢ din examinarea esantioanelor (4).

3.4. Utilizarea retelelor feedforward cu trei straturi

Retelele feedforward cu trei straturi (primele doud cu noduri sigmoidale si cel de iesire
cu noduri liniare) poseda proprietatea de aproximare discutata in paragraful 3.1. Uzual se face
apel la astfel de retele atunci cand functia ce trebuie aproximata ¢ din (2) prezintd moduri de
variatie mai complicate, puse in evidenta de esantioanele (4).

Antrenarea se realizeaza prin metoda propagarii inverse organizata pe cele trei straturi
prin generalizarea algoritmului prezentat in paragraful 3.3 aplicand regula delta succesiv
celor trei straturi. In acest caz, vor trebui calculati vectorii si matricele delta pentru toate cele
trei straturi, Intr-o maniera analoga cu (17) — (20).

4. Facilitati software oferite de Neural Network Toolbox

Functia newff creeazd o retea feed-forward, numarul de straturi si de neuroni din
stratul de intrare si din straturile ascunse, precum si functia de activare a neuronilor fiecarui
strat fiind specificate de catre utilizator in apelul functiei. Dupd crearea retelei utilizatorul
trebuie sa furnizeze parametrii de antrenare doriti.

Pentru initializarea cu valori arbitrare a parametrilor unei retele se poate utiliza functia
rands. De asemenea, pentru initializarea parametrilor se poate apela functia init.

Functia train antreneaza reteaua conform rutinei de antrenare specificate la creare si a
parametrilor de antrenare alesi. Algoritmul de antrenare prin propagare inversda descris mai
sus este implementat de rutina 'traingd'. Un algoritm de antrenare mai rapid este algoritmul
Levenberg-Marquardt, implementat in rutina 'trainlm'.

In cazul unui neuron cu o singuri intrare, pentru reprezentarea grafica tridimensionala
a suprafetei erorii patratice globale (ca functie de ponderea si deplasarea neuronului) se pot
utiliza functiile errsurf si plotes (apelate in aceastd ordine).

Pentru simularea retelei antrenate se poate folosi functia sim.

5. Problematica propusa pentru studiu

Problema 1

Se va studia si lansa in executie programul arna_bpl elaborat in MATLAB, care
antreneaza (prin aplicarea regulii delta) un neuron cu functie sigmoidald bipolara, pentru a
aproxima o functie neliniard ¢ definita prin vectorii prototip:

(i—1)r
T,

, i=1,..,7,

si vectorii tinta:
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z; =sin(x;), i=1L..,7.

Sa se opereze modificdrile necesare in program asupra ratei de invatare si a numarului
de iteratii pentru a realiza antrenarea, pornind de la conditiile initiale situate Tn urmatoarele
domenii:

(wp,by) €[-1.5,1.5]x[-4.5,-1.5]
(wp,bp) €[1.5, 4.5]1x[-4.5, -1.5]
(wy,by) €[-4.5,—-1.5]x[-1.5,1.5]
(wp,by) €[-1.5,1.5]x[-1.5,1.5]
(wy,by) €[-4.5,—1.5]x[1.5,4.5]
(wp,bp) €[-1.5,1.5]%[1.5, 4.5]
9. (wy,by) €[1.5,4.5]x[1.5,4.5]
In fiecare din situatiile (1) - (9) se vor preciza:
a) valorile initiale ale parametrilor, reprezentarea grafica a aproximadrii realizate de retea
pe baza acestor valori $i eroarea corespunzatoare;
b) valorile finale ale parametrilor (rezultate din antrenare), reprezentarea graficd a
aproximarii realizate de retea pe baza acestor valori si eroarea corespunzatoare;
¢) numadrul total de iteratii cat a durat antrenarea si reprezentarea grafica a evolutiei erorii
ca functie de numarul de iteratii;
d) traiectoria in planul parametrilor (w,b) — reprezentare grafica;
e) valorile utilizate pentru parametrii de antrenare comentate prin prisma convergentei

algoritmului si a formei suprafetei erorii. Se vor raporta si explica eventualele esecuri
in antrenare, datorate alegerii neadecvate a parametrilor de antrenare.

® NN kWD =

Problema 2
Sa se utilizeze programul arna _bpl (cu modificarile necesare considerate) pentru a
selecta o regiune din planul parametrilor (w,b) si o gama de valori a ratei de invatare care sa
asigure antrenarea eficientd pentru perechile de vectori (prototip, tintd):
T (@-Dx
)
2 12
S& se comenteze criteriile care au condus la selectarea respectiva, prin referire la
convergenta algoritmului si forma suprafetei erorii.

; zp=sin(x;); i=1,...,7.

Problema 3

Se va studia si lansa in executie programul arna_bp2 elaborat in MATLAB care antreneaza o
retea cu doud straturi (cu noduri tansigmoidale pe primul strat si liniare pe al doilea) pentru a
aproxima o functie neliniarda @:R — R cunoscuta prin intermediul perechilor de vectori
prototip-tinta:

(x,2;), zi=0(x;), i=1.,N.
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Se considera vectorii tinta:
x;=({-1/50, i=1,..,51,

si vectorii prototip:

z; = 0(x;) =1+ exp(—x;)sin(2zx; —%), i=1..51.

Antrenarea retelei se va face folosind mai intai metoda gradientului (rutina 'traingd’),
iar apoi algoritmul Levenberg-Marquardt (rutina 'trainlm'). in fiecare din cele doua cazuri se
vor studia urmatoarele:

a) Operand modificarile necesare in programul arna_bp2 sa se studieze rolul
urmatorilor factori asupra eficientei antrenarii retelei:

e numarul de neuroni 1n stratul de intrare;

e rata de invatare (doar in cazul folosirii rutinei 'traingd').
Aprecierea eficientei se va face in termenii erorii patratice globale obtinute in urma antrenarii
si a numarului de iteratii necesare pentru atingerea unui prag impus pentru eroare.
Se va comenta modul de alegere a valorilor initiale pentru parametrii retelei.

b) Pentru testele de antrenare eficiente realizate, se vor preciza valorile parametrilor
retelei rezultati in urma antrenarii.

Problema 4

Sa se reia Problema 3 pentru aceiasi vectori tinta si vectorii prototip:

zl-=¢(xl~):l+exp(—xl~)sin(87le-—%), i=1,..,51.
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Fig.2. Schema bloc a procesarii in sens invers a informatiei in antrenarea unei retele cu doud straturi prin
algoritmul propagarii inverse - calculul vectorilor delta: & si &'
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