ANTRENAREA SUPERVIZATA A RETELELOR
FEEDFORWARD CU FUNCTII DE ACTIVARE LINIARE
iN PROBLEME DE APROXIMARE LINIARA

1. Consideratii generale, motivatie si obiectiv

Retelele neuronale feedforward cu un singur strat cu functii de activare liniare pot fi utilizate
pentru a realiza aproximarea liniara a unor functii definite cu ajutorul unei multimi de vectori
prototip (eng. pattern) si respectiv a unei multimi de vectori tintd (eng. target). Arhitectura
retelei (adica numarul de neuroni, precum si numarul de intrari) este impusa de dimensiunea
vectorilor tinta i respectiv dimensiunea vectorilor prototip.

Prin parcurgerea acestei sedinte de aplicatii, studentul 151 va insusi cunostintele
necesare antrendrii supervizate a acestor retele cu ajutorul algoritmului Widrow-Hoff. Pentru
desfasurarea practica a experimentelor se va face apel la functii disponibile in Neural
Network Toolbox. Un accent deosebit se va pune pe vizualizarea tridimensionala a
progresului antrendrii in cazul unui neuron cu o singura intrare.

2. Cunostintele prealabile necesare

e Capitolul ,,Antrenarea supervizatd a retelelor neuronale”, sectiunea ,,Retele feedforward
cu functii de activare liniare” din cursul ,,Aplicatii ale retelelor neuronale Tn automatica”.
e Experientd de programare in MATLAB.

3. Breviar teoretic

Utilizarea in problemele de aproximare liniard a retelelor neuronale feedforward cu functii de
activare liniare se bazeaza pe antrenarea retelelor prin algoritmul Widrow-Hoff. Aceste retele
mai poartd denumirea de ADALINE (ADAptive LINear Element), denumire propusd de
Widrow si Hoff pentru ca algoritmul de antrenare are efectul adaptarii (ADA) valorii
parametrilor retelei cu functii liniare (LIN) in scopul aproximatrii.

3.1. Transferul liniar intrare-iegire §i proprietatea de aproximare

Pentru o retea feedforward cu un singur strat cu » intrdri, p neuroni cu functii de activare
liniare, transferul intrare-iesire este descris prin dependenta liniara:
y=f(x)=Wx+b, WecR” beR?, (1)
unde x € R” noteaza vectorul de intrare iar y € R? noteaza vectorul de iesire. Acest transfer
este parametrizat de ponderile W e R”" si deplasarile b € R” .
Se considera o multime de N vectori prototip:

X, Xy, ..., Xy €R", )
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si o multime de N vectori tinta:

252y 5 4y €R?, 3)
care corespund vectorilor prototip in sensul cd exista o aplicatie:
¢:R" > R?”, 4)
care asigura:
o(x;)=z,i=L..,N. (5)

Aplicand functia (1) pentru cei N vectori prototip X;, putem scrie:

X1
n=Wx +b=[W b] 1 =0x,

(6)
XN
vy =Wxy+b=[W b] | =0x,,
unde s-au folosit notatiile:
O=[W b]eR7"D, (7)
X
Ei:{ll}eﬂ%"ﬂ, i=1..,N. (8)
Partajand pe linii matricea parametrilor ® € R”*""*) sub forma:
o
O=| | 6. ecR™ k=1..p, )
T
o)
se constata ca relatia ce corespunde unui indice oarecare i in (6) poate fi rescrisa astfel:
o x| | x6
yi = E = E =Al'v, i=1,...,N. (10)
T T
0p Ei Ei 0p
In relatia (10) matricea A; este definita prin:
- -
X; Oiney -+ Onna
T
Ai _ 01><(.n+1) Kf 01><('n+1) c Rpxp(n-&-l), = 1,...,N , (1 1)
T
_le(n+1) 01><(n+1) e X; |
iar v € RP""*D este vectorul tuturor parametrilor retelei:
0
y=|i |eRPUD, (12)
0

p
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Intr-o scriere globali, cele N relatii (10) (toate continand acelasi vector al parametrilor
retelei, v e R” ("H)) conduc la relatia vectoriala (compusa din pN egalitati scalare):
Y1 %
o=l v (13)
YN Ay
Se observa imediat ca (13) descrie comportarea retelei (pentru valori arbitrare ale
parametrilor retelei) in cazul cand la intrare se prezinta vectorii prototip x; e R”, i=1,...,N.
Daca in (13), vectorii y; e R”, i=1,...,N, se inlocuiesc cu vectorii tintd z; e R”,
i=1...,N, sidacd se schimba membrul stang cu cel drept, se obtine relatia:
4 il
Colv=] . (14)
Ay N
Aceasta relatie poate fi privitd ca un sistem algebric liniar de pN ecuatii cu p(n+1)

necunoscute (necunoscutele fiind parametrii retelei, grupati in vectorul veR? S I
sistemul respectiv, matricea coeficientilor se construieste din elementele vectorilor prototip

x;eR", i=1...,N (conform celor N egalitati (11)), iar vectorul termenilor liberi se
construieste din elementele vectorilor tinta z; e R?, i=1,...,N.

Dupa cum este cunoscut din algebra liniara, sistemul (14) poseda intotdeauna o solutie

A . o % ¢ . * A
in sensul celor mai mici patrate (unica sau nu), care se va nota prin v° € R? (*1)Introducand
vectorii de eroare:

e.=z,—y;eR’ i=1..,N, (15)

valorile parametrilor retelei definiti prin cele p(n+1) elemente ale vectorului v* e R” (n+])
asigurd minimizarea erorii patratice globale, adica:

<7 &7
OSZei e *SZei e;
i-1 Vool

Si notim prin W* e R”" si b* e R” valorile parametrilor retelei corespunzitori

(16)

voarecare

elementelor vectorului v* € RP""* (vezi relatiile (7), (9) st (12)). Astfel, pentru aceste valori

W" si b", reteaua va furniza prin functia f din (1) o aproximare liniard, in sensul celor mai
mici patrate, a functiei ¢ (5) (care defineste corespondenta dintre vectorii prototip si tintd).

Observatie:

Rezolvarea sistemului de ecuatii algebrice (14), comportd urmatoarea discutie, care
decurge din Teorema Kronecker-Capelli:
1° Daca:
A, Ay |z
rang| : |=rang| : . |<min(pN, p(n+1)), (17)
Ay Ay |2y
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atunci sistemul (14) posedd o infinitate de solutii exacte v* e RP"D | pentru care vectorii
eroare e;, i =1,..., N, definiti prin (15) se anuleaza si implicit, rezulta:

N
>ele| ,=0. (18)
i1 v
2° Daca:
A A, | 7
rang| : |=rang| ‘: : |=min(pN, p(n+1)), (19)
Ay Ay | 2y

atunci sistemul (14) posedd o singurd solufie exactd v", pentru care vectorii eroare e;,
i=1,...,N,definiti prin (15) se anuleaza si, implicit, rezulta satisfacerea egalitatii (18).
3° Daca:
A4 A,
rang| : |<rang| : , (20)
Ay Ay |2y
atunci sistemul (14) posedd numai pseudo-solutii v*, sau solutii in sensul celor mai mici
patrate conform (16), pentru care avem inegalitatea stricta:

N
ele| ,>0. (21)
i1 v
Se disting urmatoarele doua subcazuri:
a) Daca
4,
rang| : |<min(pN,p(n+1)), (22)
Ay
atunci existi o infinitate de pseudo-solutii v* satisficand (16).
b) Daca
A
rang| : |=min(pN,p(n+l)), (23)
Ay

atunci existi o singurd pseudo-solutie v* satisficand (16).
Aceastd discutie formulata cu privire la vectorul v* € RP"D | se transpune direct in
termenii parametrilor retelei W* e R”" (ponderi) si b* € R” (deplasiri), parametri care

constituie elementele vectorului v* e R?"*D
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3.2. Obiectivul antrenarii retelei

Pornind de la multimea vectorilor prototip (2) si multimea vectorilor tinta (3), prin antrenarea

retelei trebuie si se determine parametrii acesteia W™ e R”" si b* e R” care si asigure
minimizarea erorii patratica globale, adica satisfacerea inegalitatii (16). Functia f definita

prin (1) pentru W =W" si b=b" realizeazi o aproximare liniard in sensul celor mai mici
patrate a functiei ¢ definitd conform (5).

3.3. Algoritmul de antrenare Widrow-Hoff

In baza celor discutate in paragraful 3.1, parametrii retelei W™ e R”" si b" e R? pot fi
determinati prin rezolvarea sistemului algebric (14) cu pN ecuatii si p(n+1) necunoscute.
Totusi, din punct de vedere numeric, acest procedeu nu este recomandabil intrucét acuratetea
solutiei depinde de conditionarea numerica a sistemului (14). Din acest motiv, se prefera
pentru antrenare, algoritmul iterativ Widrow-Hoff (denumit si regula delta), care se bazeaza
pe minimizarea erorii patratice globale prin metoda gradientului.

Considerand vectorii eroare e;, i=1,..., N, definiti prin (15) ca functii de parametri

retelei (care sunt continuti in vectorul v e R” (n +1)) se defineste functia obiectiv:
1Y
J(v)= WZ e (v)e;(v). (24)
i=1

Minimizarea prin metoda gradientului a lui J(v) (care inseamna satisfacerea conditiei

(16)) constd in modificarea vectorului v e R” D) la fiecare iteratie, in conformitate cu
formula:

Vhew = Vold =11 VI (Vo1d) 5 (25)
unde 7>0 noteaza pasul metodei de optimizare, iar VJ =[]/ av]T noteaza vectorul
gradient, normal la suprafata J(v) definita prin (24). Printr-o exprimare adecvata a vectorului

gradient, relatia (25) poate fi formulatd direct in termenii parametrilor retelei W* e RP"

(ponderi) si b" e R? (deplasiri), furnizand, astfel, mecanismul de efectuare a unei iteratii
pentru algoritmul de antrenare Widrow-Hoff.

Pentru algoritmul de antrenare se stabilesc de catre utilizator un numar maxim de
iteratii sau epoci, precum si o valoare ¢ care se doreste a fi atinsd Tn minimizarea functiei
obiectiv (24) (adicd un prag pentru eroarea patratica globald). Atragem atentia asupra
faptului ca functia obiectiv J(v) definita prin (24) satisface conditia (18), daca si numai daca
sistemul de ecuatii algebrice liniare (14) posedi o solutie exacti (sau solutii exacte). in cazul
cand relatia (18) nu este satisfacutd, atingerea unui prag oarecare de eroare & impus de
utilizator nu este intotdeauna posibila (intrucat ne situdm 1n situatia caracterizatd prin (21)).

De asemenea, se fixeaza o valoare pentru pasul metodei de optimizare (7), care, in

contextul problemei de antrenare, este referitd sub denumirea de rata de invatare (eng.
learning rate).
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Algoritmul de antrenare Widrow-Hoff se bazeaza pe faptul ca J(v) este o forma

patratica definita pe spatiul parametrilor R?("*D

1 N T 1 ul T
J(")Zﬁzel‘ (v)ei(v):WZ[zi_Aiv] [2;—Av]=
i=1 i-1
(26)

N
ZLZ[ziTzi —2ziTAiv+vTAiTAiv} — C+dTv+lvTRv,
N3 5
unde:

N N N
c :%szzi eR, d= _2%214?27, c Rp(n+1)  R= 2%2“‘?“‘1‘ c Rp(n+1)xp(n+1)’ 27)

i=1 i=l i=1

astfel cd VJ =d +Rv si D°J =R (matricea Hessian).

La fiecare iteratie a algoritmului Widrow-Hoff se parcurg etapele descrise mai jos.

Valorile parametrilor retelei la inceputul unei iteratii sunt notate prin W, € R

(pentru ponderi) si b,y € R? (pentru deplasari).

Etapa I (Etapa de prezentare)
Se prezintd vectorii prototip x; e R”, i=1,..., N, sub forma matricei:
X =[x ...xy]eR"V. (28)
Pentru valorile curente ale parametrilor retelei (W, )y € R, b4 € R?) se calculeaza

iesirile retelei:

Vi =f(x)=Wyyx;+byy, y;eR?,i=1,...,N, (29)
care se organizeaza sub forma matricei:
Y=[y..yyleRPY (30)

Etapa II (Etapa de verificare)
Se calculeaza vectorii eroare e;, i =1,...,N, definiti prin (15) ca diferenta Intre vectorii tinta
z; eRP,i=1,...,N,si vectorii iesire la iteratia curenta y;, e R?, i=1,...,N.

Algoritmul se opreste dacd este Indeplinitd una din urmatoarele conditii:
(1) eroarea patratica globald este inferioard valorii de prag (eng. threshold) & stabilit la
startarea algoritmului, adica:

N
ZeiTei<g; (31)
i=1

sau:
(x2) a fost atins numarul maxim de iteratii stabilit la startarea algoritmului.
La oprire, algoritmul va furniza valorile parametrilor retelei rezultate din antrenare,

care vor fi notati prin W, e R”" (ponderi) si b, € R” (deplasari).



Aplicatii ale Retelelor Neuronale in Automatica 7

Daca nici una din conditiile (1) sau (¥2) nu sunt indeplinite, se continua cu etapa
urmatoare a iteratiei curente.
Etapa III (Etapa de actualizare a parametrilor)
Se construieste matricea erorilor:
E=[e,...ey]eRPV, (32)
cu ajutorul careia se calculeaza matricele de actualizare al parametrilor:
e pentru ponderi:

Dy =E-X" eRP", (33-a)
e pentru deplasari:
D,=E- [1..1]" eR?. (33-b)
\_ﬁf_J
N elemente

Se calculeaza noile valori ale parametrilor:
e pentru ponderi:
Wnew = Wold + 77DW > (34-a)
e pentru deplasari:
bney = boig + 71Dy (34-b)
Cu aceste calcule se incheie iteratia curenta si se trece la o nouad iteratie efectuand
atribuirile: W, = W45 buew = Bold -

new old> Ynew
Observatii:
1° Initializarea parametrilor retelei (adica Wy si b,y la prima iteratie a algoritmului)
se face cu valori arbitrare.
2° Este demonstrat faptul ca algoritmul Widrow-Hoff converge, dupd caz, catre
solutia unica sau catre una din solutiile sistemului algebric de ecuatii liniare (in acceptiunea
discutiei din paragraful 3.1). Convergenta se realizeazd In conditiile specifice metodei

gradientului (ca tehnica de optimizare), fiind puternic dependentd de valoarea ratei de
invdtare 7 si anume:

* pentru 7 inadecvat mic, deplasarea catre optim, in spatiul parametrilor, este foarte

lenta,
* pentru 77 inadecvat mare, deplasarea catre optim, In spatiul parametrilor, se realizeaza

cu oscilatii (eventual cu pierderea stabilitatii algoritmului).

3° In cazul cand algoritmul se incheie prin satisfacerea conditiei (1), acuratetea
parametrilor furnizati W, e R”" si b, € R” depinde de valoarea de prag ¢ stabilitd pentru
eroarea patratica globald. Uzual, conditia (1) devine operanta atunci cand poare fi satisfacuta
relatia (18), adica atunci cand valoarea minima a lui J(v) este 0.

4° Algoritmul Widrow-Hoff, privit ca metoda de cautare a minimului functiei J(v)
(24), nu se confruntd cu problema esuarii in minime locale, deoarece J(v) este o forma
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patraticd definitd pe spatiul parametrilor R” ) care posedd numai un punct de minim global
egal cu 0, sau o infinitate de astfel de puncte (in acceptiunea discutiei din paragraful 3.1).

4. Facilitati software oferite de Neural Network Toolbox

Functia newlin este folosita pentru crearea unei retele ADALINE cu un singur strat.
Modul de alegere a parametrilor de antrenare se poate observa in urma consultarii help-ului
aferent. Functia maxlinlr poate fi folositd pentru determinarea ratei de invatare maxime care
asigura stabilitatea algoritmului de antrenare.

Pentru simularea retelei antrenate se poate utiliza functia sim.

In cazul unui neuron cu o singurd intrare si functie de activare liniard, pentru
reprezentarea graficd tridimensionald a suprafetei erorii patratice globale (ca functie de
pondere si deplasarea neuronului) se pot utiliza functiile errsurf si plotes (apelate in aceasta
ordine).

Functia newlind permite determinarea parametrilor unei retele ADALINE prin
rezolvarea sistemului (14) in sensul celor mai mici patrate.

5. Problematica propusa pentru studiu

Problema 1

Se va studia si lansa 1n executie programul arna_wh elaborat in MATLAB care antreneaza un
neuron ADALINE cu o singurd intrare, utilizand algoritmul Widrow-Hoff, pentru vectorii
prototip:
=0, x=1,
s1, respectiv, vectorii {inta:
z1=0, z,=2.
1. Sa se determine valorile parametrilor neuronului utilizand functia newlind.
2. Sa se determine valorile parametrilor neuronului facand modificarile necesare in

programul arna_wh in urmatoarele situatii:
a) - numadr de iteratii maxime 30,

- pragul erorii 0.01,

- rata de invatare datd de functia maxlinlr (se va preciza valoarea furnizatd de aceasta);
b) - numar de iteratii maxime 30,

- pragul erorii 0.000001,

- rata de invatare datd de functia maxlinlr (se va preciza valoarea furnizata de aceasta);
¢) - numadr de iteratii maxime 40,

- pragul erorii 0.01,

- rata de invatare 0.2;
d) - numadr de iteratii maxime 40,

- pragul erorii 0.01,

- rata de invatare 0.6;
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e) - numar de iteratii maxime 20,

- pragul erorii 0. 01,

- rata de invatare 0.8.
Pentru fiecare situatie se vor preciza valorile selectate initial pentru parametrii retelei, valorile
rezultate in final pentru parametrii retelei, numarul de iteratii cat a durat optimizarea si
valoarea finala a erorii pdtratice globale. Se va preciza conditia care determina incheierea
antrendrii. De asemenea se va schita suprafata erorii patratice globale si traseul parcurs in
planul parametrilor.

In cazul cand se considerd relevant, se pot testa mai multe conditii initiale pentru

fiecare din situatiile a) - e).

Problema 2
Se va relua Problema 1 pentru un singur vector prototip x; =1 si, respectiv, un singur vector

tintd z; =2, pentru situatiile 2.a) si 2.e).

Problema 3
Se va relua Problema 1 pentru vectorii prototip:
x=-1,x=0, x3=1,
si, respectiv, vectorii tinta:
z1=-1,2,=0, z3=2,
pentru situatiile 2.a), 2.c) si 2.d).

Problema 4
Se considera amplificatorul operational din fig. 1 care poseda in reactie rezistenta R =100k Q
si la intrare rezistentele R, R,, R;.

R =100k

u Rl
—{ h

uy R2
—

us R;

—

A=Y

Fig. 1. Schema amplificatorului operational utilizat in Problema 4.

La intrarea u, se aplicd o tensiune constantd de 2V. Pe intervalul de timp cuprins intre
0s si 5s, pe intrdrile u, si uz se aplica doud semnale de frecventd joasa, care, esantionate cu
perioada 7=0.01 s, sunt memorate in fisierul de date opamp _wh.mat in vectorii uuu2 si
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respectiv uuu3. Semnalul obtinut la iesirea y, esantionat cu aceeasi perioada, este memorat n
vectorul yyy din fisierul de date opamp wh.mat.

Utilizand datele din fisierul opamp_wh.mat si se determine valorile rezistentelor
necunoscute R;, R,, Ry prin urmatoarele metode:

a) antrenand o retea ADALINE cu arhitectura adecvata, utilizand functiile newlin si
train;
b) apeland functia newlind.
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